Program 9 Zadania dodatkowe

Zastosowania rozniczkowania

1 Metalowa rama okienna w ksztalcie prostokata zwienczonego potkolem ma by¢
wykonana z jednego, niepocigtego pasa metalu. Jesli dtugos¢ metalowego pasa wy-
nosi 10 m, znajdz wymiary okna, ktére przepuszcza maksymalng ilos¢ swiatla.

Odpowiedz Rozwiazanie

2 Jeden element destylatora do whisky sklada si¢ z walca wykonanego z miedziane;
blachy ze stozkiem znajdujacym si¢ na jego czubku, réwniez wykonanym z mie-
dzianej blachy. Aby zoptymalizowa¢ produkcje, destylator musi mie¢ jak najwiek-
sz3 objetos¢, ale jednoczesnie zyski z produkcji pomniejszaja wysokie koszty
blachy miedzianej. Dla danej objetosci calkowitej i okraglej podstawy o zadanym
promieniu wykaz, ze ilo$¢ uzytej miedzi jest minimalna, gdy pétpionowy kat stoz-
ka o jest taki, ze cosa = 2/3.

Uwaga. Kat pétpionowy stozka (ang. semi-vertical angle) jest potowa kata rozwar-
cia stozka. Wyjasnia to rysunek zamieszczony w rozwigzaniu zadania 4.

Rozwiazanie

3 Aby osiagna¢ efekt wizualny, artysta chce oprawi¢ prostokatny obraz w prostokat-
ng rame, tak aby boki ramy nie byly réwnolegle do bokéw obrazu. Boki obrazu to
aib, arama jest tak skonstruowana, ze kazdy z jej bokdw styka si¢ z wierzchotkiem
obrazu. Jaka jest maksymalna powierzchnia ramy?

Odpowiedz Rozwiazanie

4 Element konstrukcyjny jest kulg z wycietym w niej otworem stozkowym. Wykaz,
ze maksymalna objeto$¢ takiego otworu wynosi 8/27 objetosci kuli.

Odpowiedz Rozwiazanie
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Jeden z elementéw mechanicznego regulatora silnika sktada si¢ z metalowej kuli
o promieniu r, w ktérej wycigto otwdr w ksztalcie walca. Aby zoptymalizowac wy-
dajnosé¢ dzialania, otwér musi mie¢ maksymalng mozliwg powierzchni¢. Znajdz
wysokos¢ h walca, gdy jego powierzchnia jest maksymalna.

Odpowiedz Rozwiazanie

Widmo promieniowania ciala doskonale czarnego dane jest jako

8mc 1
u(A) = NS ehc/ T _ 7’

gdzie u(\) to gesto$¢ energii pomiedzy Aa A + d, przy czym X to dlugos¢ fali pro-
mieniowania, /1, ¢ i T to odpowiednio stata Plancka, predkos¢ swiatta i temperatura
bezwzgledna, a k to stala Boltzmanna.
Wrykaz, ze dla danej temperatury dtugos¢ fali o maksymalnej gestosci Amax dana
jest wzorem
hc
Ama = 4 565K

Wskazowka: Uzyj metody Newtona-Raphsona do rozwigzania réwnania

X
—-5=0.
1 —e*

Rozwiazanie

W kablu podmorskim zakres sygnatu r(x) dany jest wzorem
r(x) = Ax*In(1/x),
gdzie A jest dodatnig stalg, a x jest stosunkiem promienia rdzenia do promienia
kabla.
(a) Znajdz punkt stacjonarny r(x).
(b) Wykaz, ze w tym punkcie stacjonarnym r(x) ma swoje maksimum.

Odpowiedz Rozwiazanie

Kabel elektryczny ma jeden koniec przymocowany do podlogi, a drugi do $ciany.
Pomiedzy tymi dwoma punktami kabel wisi, przybierajac ksztalt wyrazony wzo-
rem

y — Sewx/f,

gdzie y to wysokos$¢ punktu na kablu odleglego o x w poziomie od dolnego punktu
mocowania kabla, awif sg stalymi.
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(a) Znajdz zmiane w obliczonej wartosci y spowodowang matymi bledami w po-
miarze wif.
(b) Nastepnie wykaz, ze blad procentowy wartosci y jest réwny:

(Wx/f) - (réznica btedéw procentowych w warto$ciach wi f).

Odpowiedz Rozwiazanie

Ugiecie y w $rodku okraglej plyty zawieszonej na swoim obwodzie i rownomiernie
obcigzonej dane jest wzorem

kwd*
gdzie: w - catkowite obcigzenie, d - $rednica plyty, t — grubos¢ plyty, a k jest stala.

>

Jezeli w pomiarze warto$ci w, d it moga wystapi¢ bledy odpowiednio +£1%, £2%
i+1%, skorzystaj z przyblizenia pierwszego rzedu do wyznaczenia maksymalnego
mozliwego btedu w obliczonej wartosci y.

Odpowiedz Rozwiazanie

W galwanometrze stycznym prad jest proporcjonalny do tangensa wychylenia igly.
Wykaz, ze jesli obserwator zawsze popelnia ten sam btad podczas odczytu odchy-
lenia igly, blad procentowy w pomiarach pradu jest najmniejszy, gdy odczyt igly
wynosi 45°.

Rozwigzanie

Dla jednego z proceséw produkeyjnych, obejmujacego konstrukcje stozka o pod-
stawie kotowej, nalezy wyznaczy¢, jak pole powierzchni S zmienia si¢ w zaleznosci
od zmiany kata polpionowego «, biorac pod uwage, ze pole powierzchni bocznej
stozka kolowego o kacie polpionowym « dane jest wzorem

S = mh*tgaseca,
gdzie h to wysoko$¢ stozka. Wykaz, ze niewielki wzrost kata polpionowego o
powoduje zwigkszenie pola powierzchni stozka o wielko$¢
(1 + sin® )b

sin accos «

68 =
i Ze jest ono najmniejsze dla danej wartosci da, kiedy sina = 1/v/3.

Rozwigzanie

Zadania dodatkowe dla ksigzki ,,Matematyka od zera dla inzyniera” autorstwa K. A. Strouda i D. ]. Bootha.

Wiecej zadan i materiatéw do pobrania znajdziesz na stronie www.stroud.edu.pl

3



Odpowiedzi

1

2,80 m szerokosci i 2,80 m wysokosci prostokata

Pytanie Rozwiazanie

(a+b)

Pytanie Rozwiazanie

Objetos¢ stozkowego otworu wynosi 1 7r3(32/27), gdzie r jest promieniem kuli.

3
Pytanie Rozwigzanie
h=+2r
Pytanie Rozwigzanie
(@) x=1/\e
Pytanie Rozwiazanie
wxy (6w 6
0 (e
F\w 7
Pytanie Rozwiazanie
+12%
Pytanie Rozwiazanie
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Rozwiazania

1

Maksymalna ilo$¢ $wiatta bedzie wpuszczana, gdy okno ma maksymalng powierz-
chnie. Utrzymujac staly obwdd okna, kazda zmiana wysokosci okna bedzie skut-
kowa¢ odpowiednig zmiang jego szerokosci. Niech D bedzie srednicg polokregu,
a h wysokoscig prostokata. Wtedy obwdd okna to

wD

D+2h—|—7:10.

Z powyzszego rownania otrzymujemy:

h:s—l—)(1+f)

2 2
Powierzchnia okna to faczna powierzchnia prostokata i pélokregu:
T (D\? D? ™  7D? D? T
A :Dh+§(§) - 5D—7(1 +§) +T:5D—7(1 +Z)

Rézniczkujac wzgledem D, otrzymujemy:
dA T d’A T
iD= S —D<1 +Z) Oraz 4y = _<1+Z> <d2
Zatem okno ma maksymalng powierzchnie, gdy Eo 0, czyli gdy:
7r . T .-
5— D<1 +Z> =0, co daje D = S/(l + Z) = 2,80 metra z doktadnoscig do
dwoéch miejsc po przecinku.
Wéwczas wysokos¢ prostokatnej czesci okna wynosi:
2,80 (

h=5-=

cinku,

1+ g) = 1,40 metra z dokladnos$cig do dwdch miejsc po prze-

dajac catkowitg wysokos¢ okna 2,80 metra z doktadnoscig do dwdch miejsc po
przecinku.

Pytanie Odpowiedz

Niech H bedzie wysokoscig walca ponizej stozka, ktéry znajduje si¢ na jego czub-
ku. Niech h bedzie wysokoscig stozka, a r bedzie promieniem walca i podstawy
stozka. Objetos¢ walca wynosi wtedy 7r2H, a objeto$¢ stozka wr*h/3. Niech V
oznacza objetos¢ destylatora. Zatem:

h V h
— 2 —_ ; — -
V =nr <H+3), tak wiec H =27

Pole powierzchni destylatora jest sumg pola (jednej) podstawy walca oraz pél
powierzchni bocznej walca i stozka. Czyli:
Swal= 71 + 27rH

jest sumg pol podstawy walca oraz powierzchni bocznej walca.
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Powierzchnig nasadki stozkowej jest:

Ssto = T7nry 1’2 + hZ

Aby znalez¢ minimalng powierzchnie dla stalej objetosci i stalego promienia, mu-
simy zminimalizowaé wyrazenie

S =qr? 4+ 2nrH + 7r\/r2 + h?2 = 7r® + 27rr(

V_ E) + 7\ 1% + h2,

w2 3

co robimy, traktujgc wysokos¢ h stozka jako zmienng (towarzyszy temu odpowie-
dnia zmiana wysokosci walca). Teraz:

g__Zwr_i_ mrh _ 0. od h 2

dh 3 iRz ’gyﬂ/rz_i_hz_g’
to znaczy h jest punktem stacjonarnym, jesli poétpionowy kat stozka « jest taki, ze
cosa =2/3.

Fakt, ze dla takiego h powierzchnia destylatora jest najmniejsza, stwierdzamy na
podstawie znaku drugiej pochodnej:

dzs B ( nrh )’ _ar(r* + hz)l/z—wrh2 (r* + hz)fl/2 B 7r3 50
dhz -\ /(2 + 1?)), (r2 + h?) (12 + h2)3
Pytanie

ol

Kazdy z bokdw prostokata zewnetrznego jest nachylony pod tym samym katem
do sgsiedniego boku prostokata wewnetrznego. Jesli ten kat oznaczymy jako a, to
dlugosci bokow prostokata zewnetrznego wynosza:

asina+bcosa oraz acosa+ bsina.
Konsekwentnie pole powierzchni prostokata zewnetrznego dane jest jako:
A(a) = (asina+ bcosa)(acosa + bsina)

= absin®a + ab cos* a + (a® + b*) sinacos a
sin 2«
2

= ab + (a* + b?)
Zatem:
A'(a) = (a* + b?) cos 2a

= 0, kiedy 2a = 7/2, czylia = 7/4.
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Tak wigc o = 7/4 jest punktem stacjonarnym. Poniewaz
A"(a) = —(a® + b*)2sin2a < Odlaa = /4,
to w tym punkcie stacjonarnym funkcja ma swoje maksimum. Powierzchnia
prostokata zewnetrznego wynosi zatem:
+b)—5—
a? + b?
2
2

A(e)

a

ab + (
ab +
(a+D)

2

Pytanie Odpowiedz

Niech r bedzie promieniem kuli.

Jesli pdtpionowy kat stozka to 6, woéwczas wysoko$¢ stozka to h = r + r cos 26,
a objetos¢ stozka dana jest jako

1
V = - 7R?h, gdzie R = rsin 20 to promien podstawy stozka.

3
Zatem:
[y
V(6) = 5 TR
1
= §7rr2 sin® 260r(1 + cos 26)

- %wr:*‘ sinZ 26 + %wr3 sin? 26 cos 20

Objetos¢ V(0) ma punkt stacjonarny, gdy V'(6) = 0. Jesli V" (0) < O w tym punkcie,
to objeto$¢ otworu jest maksymalna.
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V'(6) = %wr‘?’ (2'sin 26-2 cos 26) + %wr?’ (2sin 20-2 cos? 26 — sin” 26-2 sin 26)

= %wr?’z sin 26(2 cos 26) + %wr32 sin 20(2 cos® 20 — sin” 26)

1
= §7TT32 sin 260((2 cos 26) + (2 cos* 26 — [1 — cos® 26]) ]

= %m?’z sin 260(3 cos® 20 + 2 cos 20 — 1) = 0, kiedy

sin 20 = 0 lub 3 cos? 20 + 2 cos 20 — 1 = 0. Czyli kiedy 6 = 0 lub kiedy
(3cos260 — 1)(cos26+ 1) = 0, tj. cos 20 = —1, zatem 6 = /2 lub
30s26 = 1, skad cos 20 = 1/3 oraz sin 20 = 2v/2/3.

Punkty stacjonarne istnieja dla 6 =0, co daje stozek o zerowej objetosci,
dla =m/2, co ponownie daje stozek o zerowej objetosci oraz dla
20 = cos~1(1/3), kiedy to stozek ma maksymalng objetos¢.

Teraz, jesli cos 20 = 1/3, to
1
V(9 = §7rr3 sin? 20(1 + cos 260)

_ %w3(8/9>(1 +1/3) = 5 ar3(32/27).

1
3

Objetos¢ kuli wynosi %7‘(’1’3, a wiec maksymalna objetos¢ stozka wynosi 8/27

objetosci kuli.

Pytanie Odpowiedz

Niech « bedzie katem pomiedzy promieniem kuli, ktérego koniec znajduje si¢ na
krawedzi otworu w ksztalcie walca, a promieniem wzdtuz osi walca. Wtedy:

h/2
L = COS o, Zzatem h = 21 COS o
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Ponadto pole powierzchni walca S(«) dane jest jako:

obwod podstawy walca - wysokos¢ walca
= 27rsina - 2rcosa

= 2712 sin 20
Zatem:
S'(o) = 4nr* cos 2o oraz
S"(a) = —8nr? sin 2a.
Tak wiec §'(«) = 0, gdy cos 2a = 0, czyli 2a = 7/2, zatem o = 7/4.

§"(w/4) < 0, co méwi nam, ze gdy @ = 7/4, to pole powierzchni walca jest maksy-
malne. Ponadto, gdy o = 7/4, wtedy

h=2rcosm/4 = %r =V2r.
Pytanie Odpowiedz
u(A) = 8;6 ehc/)\le 71 zatem:
, 8rc 1 8¢ (—hc/N2KT)ehe/ T
UA) =-35 N6 ehc/XKT — 1 )5 (ehe/ KT — 1)2
_ _Bmc 1 8mc (hc/N2KT)ehe/ KT

M6 ehc/XKT _ 1 2o (ehc/)\kT N 1)2
8mc 1 8mc  (x)e*
Aer—1 A6 (ex—1)

_8mc 1 (xe" _5)
Moo —1\ex—1
8w 1 ( X _5)
Noex —1\1—e*
=0,
kiedy

X
1 —e>*

~-5

3, gdzie x = hc/ KT

-5=0.

Wrykres f(x) = 7 _Xe_x

nia réwnania f(x) = 0 [zauwaz, ze x = O nie nalezy do dziedziny funkgji].

— 5 pokaze, ze x = § jest dobrym przyblizeniem rozwigza-

Teraz zastosujemy metod¢ Newtona-Raphsona:

f(x) = 7 _Xe_x — 5, tak wiec f'(x) = 11 (_1 e_‘e)_x—)zxe‘ , gdzie
_ f(xn) _
Xny1 = Xn + f/(xn) oraz Xp = 5.
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Mozna to wprowadzi¢ do arkusza kalkulacyjnego i uzyska¢ nastepujacy wynik:

n Xn f(xn) f'(xn)

0 5,00 0,033918 0,972635
1 4,965127 1,28E-05 0,971896
2 4,965114 1,88E-12 0,971895
3 4,965114 0 0,971895

Zatem, kiedy A = Amax, wtedy x = hc/AmaxkT = 4,965 z dokladnoscig do trzech
miejsc po przecinku. Stad
hc
Amaxl = 252k

Pytanie

(a) Mamy dane r(x) = Ax?In(1/x). Ze wzgledu na logarytm zaktadamy, ze x > 0.
Punkt stacjonarny istnieje, gdy r'(x) = O.
Teraz
r(x) = Ax*In(1/x) = —Ax*In x, tak wiec
r'(x) = —2AxInx — Ax.
Aby znalez¢ punkt stacjonarny, przyréwnujemy r'(x) do zera:
r'(x) = —2AxInx — Ax = -Ax2Ilnx+1) =0
Zatem punkt stacjonarny istnieje, kiedy
2Inx = —1, czyli kiedy x = 1/+/e.
(Przypadek x = O pomijamy, gdyz zalozylismy, ze x > 0.)
(b) Aby okresli¢ charakter punktu stacjonarnego, musimy rozwazy¢ druga pochod-
ng.
% r'(x) = —[Ax(2Inx + 1)]'= —[A(2Inx + 1) + Ax(2[1/x])]
zatemr”(1/ve) = —[A(2In(1/Ve) + 1) + A(1/Ve)(2[1/(1/Ve)])]
= —[A(=In(e) + 1) + A(1/Ve) (2Ve)]
= —A(1/Ve)(2ve+ 1), poniewazlne =1
<0
Poniewaz r”(1/1/e) < 0, w tym punkcie stacjonarnym r(x) ma swoje maksi-

mum.

Pytanie Odpowiedz
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8 (a) Jesli y = 5e™¥/I, wowczas:

5y = ay5w+ o

~ Sfewx/féw + Swxe™ M (~1/F)6f

bl wx

> —YOW — — V6
Frow =gyt

Lwex ow _wx of
Frw T

_w(é_w_ﬁ>
F\w

(b) Zatem:
. 100:% (%42—%) - 100, co jest zgodne z tezg punktu (b).

Pytanie Odpowiedz

4
9 Jesli y = kw3d , wowczas przyblizony blad 6y wynikajacy z btedéw pomiarowych

6w, 6d i 6t odpowiednio dla w, d it dany jest jako:
s Vs
= B ow +8d6d+8t5t

4 3 4
kd AP +4kwd sd — 3kwd

_Z Ysd—3Y
= 6w+ 456 — 376t

Zatem

oy 1oo~% 1oo+4%d 100 — ?ﬁ.loo

=+1+4 - (£2) -3 - (£1)
=+14+8+£3=+12%
Pytanie Odpowiedz
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10  Prad I(0)jest proporcjonalny do tangensa wychylenia 6 igly, zatem

1(0) = ktgo.
Btad 61(0) w pomiarach I(#) z powodu stalego btedu 66 w odczycie wychylenia 6 to:
_ i)
61(0) = =g 86
— ksec® 060
Zatem
8I1(0) ksec2959
I1(0) — ktgb
2
~ sin 24

2 /
Punkt stacjonarny istnieje, kiedy (m) = 0, czyli kiedy

2 ’_—4C0520_0
sin26)  sin%20

Jest tak, gdy cos 26 = O, czyli gdy 20 = 7/2, skad § = = /4.

Druga pochodna

( 2 )" B (—4 cos 20)’_ 8sin 26 - sin®26 + 4 cos 26 - 4sin 26 cos 20
sin20)  \ sin?20 ) sin* 20

jest dodatnia dla 6 = 7/4.

Dlatego btad procentowy w pomiarach pradu jest najmniejszy, jesli 0 = /4.

Pytanie

11 Poniewaz S = wh? tg o sec o, zatem:

S'(a) = nh*(sec® arsec o + tgaftgarsec o))
= mh*(sec® a + tg? asec )
= 7h? sec a(sec? o + tg2 o)

_ S(o) 2 2
= teo (sec” o + tg~ o)

Zmiana 6S(«) wielkosci S(a) spowodowana zmiang o o o dana jest jako:

T (sec? a + tg%a)
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Konsekwentnie wzgledna zmiana wielkosci $(«) to:

2 2 .2
6S(a): <sec a+tg a)é B (1+sm a)éa

S(a) tga ~ \sinacosa

Aby znalez¢ minimalne zwiekszenie pola powierzchni stozka, musimy zrézniczko-
1 +sin?a

a¢ ——— wzgledem o
sinacosa

. / . . . .
1 +sina 2sinacosa - sinacosa — [cos?a — sin”a] [1 + sin”
sin a cos o sin? a cos2 o

2sin” a cos? a — [cos? a — sin® a] — [cos? asin® a — sin® o]

sin? o cos2 o
Poniewaz cos? a = 1 — sin? o

2sin®a — 2sin*a — [1 — 2sin®a] — [cos? asin® a — sin* o]

sin? o cos2 o

4

( 3sina — 1
sin? o — sin* o

) — 0, kiedy 3sin? @ = 1, czyli kiedy sina = 1/V/3.

Pytanie
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